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Formes quadratiques
de discriminants emboˆıte´s
Franc¸ois Arnault*
Universite´ de Limoges — XLIM (UMR CNRS 6172)
123 avenue Albert Thomas, F-87060 Limoges Cedex, France
Re´sume´. Les formes quadratiques binaires ont e´te´ initialement conside´re´es par Fermat, Lagrange, Legendre.
Puis Gauss, dans les Disquisitiones Arithmeticae publie´es en 1801, est le premier a` leur donner un de´veloppement
significatif, avec en particulier la loi de composition.
Leurs applications pratiques sont multiples. Elles fournissent une manie`re explicite de manipuler des
ide´aux de corps quadratiques. De nombreux algorithmes de factorisation les utilisent : [8][10][11][12]. Elles sont
aussi utilise´es en cryptographie, en particulier pour les syste`mes nice [9] puis [7]. Les syste`mes de chiffrement
nice utilisent des formes quadratiques de discriminants ±p et ±pq2 ou` p et q sont des nombres premiers. Cet
article pre´cise les liens entre les formes de discriminant D et celles de discriminant Df2 (avec f > 1 entier),
ce qui est essentiel pour l’analyse de nice et de ses attaques [1][4][5]. Il introduit aussi la notion de formes
quadratiques semi-e´quivalentes et en explicite plusieurs caracte´risations, utiles pour l’analyse de ces attaques [1].
1. Introduction
Cette section rappelle quelques de´finitions et re´sultats simples sans de´monstration. Elle se limite volontaire-
ment a` ce qui est indispensable pour la suite, passant donc sous silence des pans entiers de la the´orie, comme
la notion de re´duction et la loi de groupe sur les classes d’e´quivalence. Parmi les nombreux ouvrages de
re´fe´rence sur les formes quadratiques, je mentionne [2][3][6].
Formes
Une forme quadratique binaire est un polynoˆme homoge`ne a` deux variables
q(x, y) = ax2 + bxy + cy2.
Le cas qui nous inte´resse, par la richesse de son arithme´tique, est celui ou` les coefficients a, b, c sont entiers.
Nous utiliserons le terme abre´ge´ de forme pour forme quadratique binaire a` coefficients entiers. On suppose
de plus que le discriminant
disc(q) = D := b2 − 4ac
n’est pas un carre´ parfait (puisque les proprie´te´s des formes quadratiques de discriminant D sont lie´es au
corps sous-jacent Q(
√
D)). Si D > 0, on parle de forme quadratique re´elle. Si D < 0, on parle de forme
quadratique imaginaire, et on ne s’inte´resse dans ce cas qu’aux formes de´finies positives (i.e. telles que a > 0).
Nous noterons souvent une forme quadratique en listant ses coefficients q = (a, b, c). Une forme quadratique
(a, b, c) est dite primitive si pgcd(a, b, c) = 1.
Discriminants
1.1. — De´finitions. J’appelle discriminant un entier non carre´ parfait et congru a` 0 ou 1 modulo 4. On
appelle discriminant fondamental un entier non carre´ parfait ve´rifiant{
D ≡ 1 modulo 4
D sans facteur carre´
ou
{
D ≡ 0 modulo 4
D/4 ≡ 2 ou 3 modulo 4 et sans facteur carre´
Un discriminant de forme quadratique est donc un discriminant au sens de la de´finition 1.1. Inversement,
tout non carre´ parfait congru a` 0 ou 1 modulo 4 est un discriminant de forme quadratique (par exemple
x2 − (D/4)y2 si D ≡ 0 modulo 4, et x2 + xy + ((1 −D)/4)y2 si D ≡ 1 modulo 4).
On montre facilement qu’un discriminant D est fondamental si et seulement si il n’existe pas de dis-
criminant de la forme D/f2 avec f > 1 entier. On montre aussi que D est fondamental si et seulement si
toutes les formes quadratiques de discriminant D sont primitives.
* Adresse e´lectronique : arnault@unilim.fr
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1.2. — Lemme. Soient q une forme quadratique primitive et f un entier non nul. Alors q est e´quivalente
a` une forme q′ = ax2 + bxy + cy2 avec pgcd(a, f) = 1.
Action, e´quivalence
Soient q une forme et M =
(
p
s
r
t
)
une matrice (a` coefficients re´els, et non ne´cessairement de de´terminant 1).
On note q ·M le trinoˆme q′ donne´ par
q′(x, y) = q(px+ ry, sx+ ty) = q(p, s)x2 +
(
q(p+ r, s+ t)− q(p, s)− q(r, t))xy + q(r, t)y2. (1)
On obtient ainsi une action a` droite sur les formes.
1.3. — Proposition. Si q′ = q ·M alors disc q′ = (detM)2 disc q.
Lorsque la matrice M est a` coefficients entiers de de de´terminant 1, c’est-a`-direM ∈ SL2(Z), on dit que
q et q′ sont (proprement) e´quivalentes, et on note q ∼ q′. Deux formes quadratiques e´quivalentes ont donc
meˆme discriminant. D’autre part, si l’une est primitive, l’autre aussi. On montre que l’ensemble H(D) des
classes de formes quadratiques primitives de discriminant D est fini.
Les matrices S =
(
0
1
−1
0
)
et T =
(
1
0
1
1
)
engendrent le groupe SL2(Z). Leur action (et plus ge´ne´ralement,
l’action de T k =
(
1
0
k
1
)
avec k ∈ Z) sur les formes est donne´e par
(a, b, c) · S = (c,−b, a),
(a, b, c) · T k = (a, b+ 2ka, c+ kb+ k2a).
En appliquant certaines de ces transformations selon un algorithme simple, on obtient apre`s un nombre fini
d’e´tapes une forme dite re´duite e´quivalente a` la forme initiale — et cet algorithme de re´duction est essentiel
pour la the´orie et les applications des formes quadratiques — mais cela ne sera pas de´veloppe´ ici.
2. Discriminants emboˆıte´s
Les re´sultats mis en relief ici sont pour l’essentiel e´parpille´s dans [3][2][6], mais la notion de formes semi-
e´quivalentes que j’introduis ci-dessous n’y est pas pre´sente explicitement. Nous conside´rons deux discrimi-
nants, D et Df2 ou` f est un entier > 1.
Matrices de remonte´e
Pour g entier tel que 0 6 g < f , on pose Rg =
(
f
0
g
1
)
. On posera aussi Rf =
(
1
0
0
f
)
.
2.1. — Lemme. Les matrices Rg sont de de´terminant f et deux-a`-deux non e´quivalentes sous l’action
de SL2(Z).
De´monstration — L’assertion sur le de´terminant est claire ; montrons la deuxie`me. Supposons que Rg
et Rh sont e´quivalentes, c’est-a`-dire qu’il existe une matrice
(
p
s
r
t
) ∈ SL2(Z) telle que ( f0 g1)(ps rt ) = ( f0 h1 ).
• Traitons d’abord le cas g, h 6= f . On a alors
(
f g
0 1
)(
p r
s t
)
=
(
fp+ gs fr + gt
s t
)
=
(
f h
0 1
)
.
On obtient alors s = 0, t = 1, puis p = 1 et fr + g = h. Comme 0 6 g, h < f on a donc g = h.
• Dans le cas g 6= f et h = f , on obtient s = 0, t = f , puis fp = 1 et r + g = 0 ce qui est impossible pour
f > 1.
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2.2. — Lemme. Soient f > 1 un nombre premier, et
(
p
s
r
t
)
une matrice a` coefficients entiers et de
de´terminant f . Alors, il existe un unique g ∈ {0, . . . , f} et une matrice U ∈ SL2(Z) tels que
(
p
s
r
t
)
= RgU .
De´monstration — L’unicite´ de g re´sultera du lemme 2.1. Montrons l’existence. Puisque pt− rs = f , on
a pgcd(s, t) | f . Comme f est premier, ce pgcd vaut 1 ou f .
Supposons d’abord que pgcd(s, t) = 1, et notons λ et µ des coefficients de Be´zout : λs + µt = 1. On
ve´rifie alors que (
p r
s t
)(
t λ
−s µ
)
=
(
f λp+ µr
0 1
)
.
Soit k entier tel que 0 6 λp+ µr − kf < f . On a ensuite
(
f λp+ µr
0 1
)(
1 −k
0 1
)
=
(
f g
0 1
)
= Rg ou` g = λp+ µr − kf .
En posant U−1 =
(
t
−s
λ
µ
)(
1
0
−k
1
)
, on a bien
(
p
s
r
t
)
U−1 = Rg. De plus, U =
(
µ+ks
s
kt−λ
t
) ∈ SL2(Z).
Il reste le cas ou` pgcd(s, t) = f . On ve´rifie que
(
p r
s t
)(
t/f −r
−s/f p
)
=
(
1 0
0 f
)
.
On a donc la relation cherche´e, avec g = f et U =
( t/f
−s/f
−r
p
)
−1
=
(
p
s/f
r
t/f
)
.
La remonte´e principale
Nous allons expliciter les liens entre les matrices de discriminant D et celles de discriminant Df2. Pour
commencer, cette sous-section e´nonce une proposition selon laquelle toute forme de discriminant Df2 est
obtenue a` partir d’une forme de discriminant D, en lui appliquant une matrice de remonte´e spe´cifique (a`
savoir Rf ).
2.3. — Proprie´te´. Soient f ∈ N∗ et q = ax2+bxy+cy2 une forme quadratique primitive de discriminantD
et telle que pgcd(a, f) = 1. Alors Q = q · Rf (on a donc Q(x, y) = q(x, fy)) est une forme quadratique
primitive de discriminant Df2.
De´monstration — La valeur du discriminant re´sulte de la proposition 1.3. Posons Q = Ax2+Bxy+Cy2.
On a donc A = a, B = fb et C = f2c. Tout facteur premier p commun a` A, B et C doit aussi diviser b et c
puisque pgcd(a, f) = 1.
2.4. — Lemme. Soit Q = Ax2 + Bxy + Cy2 une forme quadratique de discriminant Df2. On suppose
que pgcd(2A, f) = 1. Alors Q est e´quivalente a` une forme quadratique Q′ = A′x2 + B′xy + C′y2 telle que
f | B′ et f2 | C′ (et aussi A′ = A).
De´monstration — D’apre`s Be´zout, il existe deux entiers λ et µ tels que 2λA + µf = 1. Posons M =(
1
0
−λB
1
)
et Q′ = Q ·M . On a alors A′ = A et
B′ = B − 2AλB = B − (1 − µf)B ≡ 0 (mod f).
De plus, on a detM = 1 donc discQ′ = discQ = Df2. Donc f2 | B′2 − 4AC′. Puisque f | B′ et
pgcd(f, 4A) = 1, on obtient f2 | C′.
2.5. — Proposition. On suppose f impair. Soit Q une forme primitive de discriminant Df2. Il existe
une forme primitive q de discriminant D telle que Q = q ·RfU ou` U ∈ SL2(Z).
De´monstration — Posons Q = Ax2+Bxy+Cy2. Le lemme 1.2, permet de supposer que pgcd(A, f) = 1.
D’apre`s le lemme 2.4, on peut supposer que f | B et f2 | C. Il suffit alors de poser q = Q · ( 10 01/f ).
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Formes semi-e´quivalentes
J’introduis ici la notion de formes semi-e´quivalentes. Le the´ore`me qui suivra permet de renforcer les proprie´te´s
des formes semi-e´quivalentes, lorsque f est premier.
2.6. — De´finition. Soient Q1 et Q2 deux formes primitives de discriminant Df
2. Je dis que Q1 et Q2 sont
semi-e´quivalentes (ou fondamentalement e´quivalentes lorsque le discriminant D est fondamental) si il existe
deux formes primitives e´quivalentes q1 et q2 de discriminant D, deux entiers g1 et g2 avec 0 6 g1, g2 6 f ,
ainsi que deux SL2(Z)-matrices U1, U2, tels que Qi = qi ·RgiUi (pour i = 1, 2).
La semi-e´quivalence est une relation d’e´quivalence moins fine que l’e´quivalence : deux formes e´quivalentes
sont ne´cessairement semi-e´quivalentes.
2.7. — Lemme. SoientD un discriminant et f ∈ N∗. Soient q et Q deux formes primitives de discriminants
respectifs D et Df2 telles que Q = q ·RgU pour en entier h (0 6 h 6 f) et une SL2(Z)-matrice U . Il existe
une forme q0 e´quivalente a` q et V ∈ SL2(Z) telles que Q = q0 · RfV .
De´monstration — Posons q = ax2 + bxy + cy2. Si g = f , c’est clair. Nous supposerons donc que g < f .
Dans ce cas, q · Rg est alors donne´e par
Qg = q ·Rg = Ax2 +BXY + CY 2 avec A = f2a, B = f(2ag + b) et C = ag2 + bg + c. (2)
Appliquons S =
(
0
1
−1
0
)
puis R−1f =
(
1
0
0
1/f
)
:
Qg · SR−1f = Cx2 −
B
f
xy +
A
f2
y2 = (ag2 + bg + c)x2 − (2ag + b)xy + ay2
= a(y − gx)2 − b(y − gx)x+ cx2
= (ax2 + bxy + cy2) ·
(
g −1
1 0
)
= q ·
(
g −1
1 0
)
.
Posons q0 = q ·
(
g
1
−1
0
)
. On a alors Qg = q0 · RfS−1, donc Q = q0 ·Rf (S−1U).
Lorsque deux formes sont semi-e´quivalentes, et que f est premier, on peut affirmer que deux autres
conditions, similaires mais un peu plus contraignantes que celle de la de´finition, sont satisfaites :
2.8. — The´ore`me. On suppose f premier. Soient Q1 et Q2 deux formes primitives de discriminant Df
2.
Alors chacune des deux conditions suivantes est satisfaite si et seulement si Q1 et Q2 sont semi-e´quivalentes.
(a) Il existe une forme primitive q de discriminant D, deux entiers g1 et g2 avec 0 6 g1, g2 6 f , et deux
SL2(Z)-matrices U1, U2 tels que Qi = q ·RgiUi (pour i = 1, 2).
(b) Il existe deux formes primitives e´quivalentes q1 et q2 de discriminant D et deux SL2(Z)-matrices V1, V2
telles que Qi = qi · RfVi (pour i = 1, 2).
De´monstration — Les conditions (a) et (b) sont a priori plus contraignantes que celle utilise´e dans 2.6
pour de´finir la notion de formes semi-e´quivalentes. Il s’agit donc de montrer que, si Q1 et Q2 sont semi-
e´quivalentes, elles satisfont (a) et (b). Supposons donc Q1 et Q2 semi-e´quivalentes, et reprenons les notations
q1, q2, g1, g2, U1, U2 de la de´finition 2.6.
Soit U ∈ SL2(Z) telle que q1 · U = q2. On a Q2 = q1 · URg2U2. D’apre`s le lemme 2.2, on peut e´crire
URg2 = RgU
′ avec 0 6 g 6 f et U ′ ∈ SL2(Z). On obtient donc (a) avec q = q1, en utilisant g dans le roˆle
de g2, et U
′U2 dans celui de U2.
D’autre part, le lemme 2.7 indique qu’il existe une forme q′1 e´quivalente a` q1 et une matrice V1 ∈ SL2(Z)
telles que Q1 = q
′
1RfV1. De meˆme, on a Q2 = q
′
2RfV2 pour une forme q
′
2 e´quivalente a` q2 et V2 ∈ SL2(Z).
On a obtenu (b) puisque q′1 ∼ q1 ∼ q2 ∼ q′2.
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La descente
On verra en particulier ici que si deux formes semi-e´quivalentes sont obtenues a` partir de deux formes q1
et q2 de discriminant D, alors q1 ∼ q2.
2.9. — Lemme. Soient U ∈ SL2(Z) et V = RfUR−1f . Soit q = ax2 + bxy + cy2 une forme telle que
pgcd(a, f) = 1. On suppose que q · V est une forme, c’est-a`-dire que ses coefficients sont entiers. Alors
V ∈ SL2(Z).
De´monstration — On a detV = 1. Il s’agit donc de montrer que la matrice V est a` coefficients entiers.
Posons U =
(
p
s
r
t
)
. On a donc V =
(
p
fs
r/f
t
)
. Posons q · V = a′x2 + b′xy + c′y2. En vertu de (1), on a
c′ = q(r/f, t) = a(r/f)2+brt/f+ct2. L’hypothe`se indique que c′ est entier, donc f2 | ar2+brtf = r(ar+btf).
Soit pk une puissance maximale de p premier telle que pk | f (avec k > 1). Montrons par re´currence que
pk | r. Si on a montre´ que pl | r (avec l < k), alors on peut e´crire
p
∣∣∣ p2(l−1) ∣∣∣ r
pl
(
a
r
pl
+ bt
f
pl
)
.
Sachant que p ∤ a, on obtient aise´ment que p | r/pl. La re´currence montre donc que pk | r. Finalement f | r.
2.10. — Proposition. On suppose f premier. Soient Q1 et Q2 des formes primitives de discriminant Df
2
semi-e´quivalentes. Soient q1, q2 deux formes primitives de discriminant D et M1,M2 deux matrices entie`res
de de´terminant f telles que Qi = qi ·Mi (pour i = 1, 2). (Les formes qi et les matrices Mi existent d’apre`s
la proposition 2.5.) Alors q1 ∼ q2.
De´monstration — Tout d’abord, en utilisant le lemme 1.2, on peut supposer les coefficients a1 et a2
du terme en x2 de q1 et q2 ve´rifient pgcd(ai, f) = 1. D’apre`s le (b) du the´ore`me 2.8, il existe deux formes
e´quivalentes q′1 et q
′
2 telles que Qi = q
′
i ·RfVi avec Vi ∈ SL2(Z). On a alors qi ·MiV −1i R−1f = q′i. Le lemme 2.2
indique que Mi s’e´crit sous la forme RgiUi, puis le lemme 2.7 permet d’e´crire q
′′
i · RfV ′i V −1i R−1f = q′i ou`
q′′i ∼ qi et V ′i ∈ SL2(Z). Le lemme 2.9 pre´cise alors que le produit RfV ′i V −1i R−1f est e´le´ment de SL2(Z).
Cela signifie que q′′i ∼ q′i donc qi ∼ q′i. Comme q′1 ∼ q′2, on obtient q1 ∼ q2.
2.11. — The´ore`me. Soient D un discriminant et f un nombre premier impair. Pour Q forme quadratique
primitive de discriminant Df2, la proposition 2.5 pre´cise qu’il existe une forme quadratique q de discrim-
inant D telle que q · Rf ∼ Q. La correspondance Q 7→ q ainsi obtenue de´finit une application surjective
pi de l’ensemble des classes de formes quadratiques primitives de discriminant Df2 sur celui des formes
quadratiques primitives de discriminant D.
De´monstration — La proposition 2.10 montre que la forme q obtenue ne de´pend pas de la repre´sentanteQ
choisie au sein d’une meˆme classe d’e´quivalence (meˆme de semi-e´quivalence). Donc on obtient bien une
application. De plus, pour q primitive de discriminant D, la proposition 2.3 fournit un ante´ce´dent (la classe
de q · Rf ) a` la classe de q.
Les autres remonte´es
Enfin, ici on de´nombre et explicite les formes et classes de formes de discriminant Df2 obtenues a` partir
d’une forme de discriminant D.
2.12. — Proposition. On suppose que f est un nombre premier, que q = ax2 + bxy + cy2 est primitive
et que pgcd(a, f) = 1. Alors Qg = q ·Rg est primitive pour exactement f − (D/f) valeurs de g (celles telles
que q(g, 1) 6≡ 0 modulo f ; ici (D/f) est un symbole de Kronecker).
De´monstration — On a de´ja` vu (proposition 2.3) que Qf est primitive. Supposons donc g 6= f . Dans ce
cas, Qg et ses coefficients A,B,C sont donne´s par la formule (2). Puisque a, b, c sont globalement premiers
entre eux, les entiers a, 2ag + b et ag2 + bg + c le sont aussi. Donc Qg est primitive si et seulement si
pgcd(f, C) = 1. Mais C = q(g, 1) est un polynoˆme en g de discriminant D. Il s’annule modulo f pour
1 + (D/f) valeurs de g. Au total 1 + f − (1 + (D/f)) = f − (D/f) valeurs de g donnent une forme Qg
primitive.
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2.13. — Proposition. Soient q une forme de discriminant D ne´gatif et f un nombre premier impair.
Notons Qg = q · Rg pour 0 6 g 6 f et q(g, 1) 6≡ 0 modulo f . Les f − (D/f) formes primitives Qg obtenues
sont deux a` deux non-e´quivalentes, sauf pour les discriminants exceptionnels D = −3 et D = −4 pour
lesquels respectivement exactement 2 et 3 valeurs distinctes de g donnent la meˆme classe d’e´quivalence.
De´monstration — Supposons Qg1 et Qg2 e´quivalentes, et de´signons par N une SL2(Z)-matrice telle que
Qg1 ·N = Qg2 . On a alors
q ·Rg1NR−1g2 = q (3)
Montrons d’abord que Rg1NR
−1
g2 ∈ SL2(Z). D’apre`s le lemme 2.7, il existe deux formes q1 et q2
e´quivalentes a` q ainsi que deux SL2(Z)-matrices V1 et V2 telles que Qgi = qi · RfVi (pour i = 1, 2). En
de´signant Gi deux SL2(Z)-matrices telles que qi = q ·Gi (pour i = 1, 2), on a
Rg1NR
−1
g2 = G1RfV1NV
−1
2 R
−1
f G
−1
2 .
Mais le lemme 2.9 pre´cise que Rf (V1NV
−1
2 )R
−1
f est e´le´ment de SL2(Z), donc Rg1NR
−1
g2 aussi.
L’e´quation (3) indique donc que Rg1NR
−1
g2 est un automorphisme Z de q. Si D < −4, alors Z = ±I.
On en de´duit Rg1(±N) = Rg2 , ce qui implique g1 = g2 d’apre`s le lemme 2.1.
Si D = −4, il y a un cas alternatif qui est Z = ±(−b/2a −cb/2). On peut simplifier en prenant q(x, y) =
x2+y2 et donc Z = ±S. On obtient Rg1N = ±SRg2 . Le lemme 2.2 permet d’e´crire SRg2 =
(
0
f
−1
g2
)
= Rg′M
avec g′ = −g−12 mod f lorsque 0 < g2 < f (ou g′ = f lorsque g2 = 0 ; ou g′ = 0 lorsque g2 = f) et
M ∈ SL2(Z). Enfin, le lemme 2.1 pre´cise que g1 = g′. On remarquera que q(gi, 1) = g2i + 1 6≡ 0 modulo f
implique g1 6= g2. On obtient donc exactement deux fois chaque classe.
Si D = −3, il y a deux cas alternatifs. On simplifie en prenant q(x, y) = x2 + xy + y2 et Z = ±( 01 −11 )
ou Z = ±( 1
−1
1
0
)
. On trouve Qg ∼ Qg′ ∼ Qg′′ lorsque g′ ≡ −g−1 − 1 et g′′ ≡ −(g + 1)−1 ou lorsque
{g, g′, g′′} = {0, f − 1, f}. La` aussi, q(g, 1) = g2 + g + 1 6= 0 implique que g, g′ et g′′ sont distincts.
2.14. — Proposition. On suppose que f est un nombre premier impair. Soit Q une forme quadratique
primitive de discriminant Df2 et q ∈ pi(Q). Alors Q est e´quivalente a` l’une des q · Rg pour un g tel que
f ∤ q(g, 1).
De´monstration — Soit R une matrice de de´terminant f telle que q ·R = Q (cette matrice existe puisque
q = pi(Q)). Soient g et M (donne´s par le lemme 2.2), tels que R = RgM . On a donc Q = q · RgM ∼ q ·Rg.
De plus, Q ·Rg est primitive donc f ∤ q(g, 1), d’apre`s 2.12.
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